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e Diinne Sprachen enthalten héchstens polynomiell viele Wérter
pro Wortlédnge.

Flr eine Sprache L bezeichne Cy(n) = |LNYX"|
die Anzahl der Woérter der Lange n

(von engl. census, Bevdlkerungszéhlung).

Eine Sprache § C X* heif3t dlinn,

wenn ein Polynom pg(n) existiert, sodass Vn € N : Cs(n) < ps(n).
Damit ist auch Y¢_, Cs(k) polynomiell beschréank.

Fir eine allgemeine Sprache L C X* gilt nur C(n) < |EZ|".

Tally-Sprachen sind diinn mit p(n) = 1.
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Dinne Sprachen sind nicht NP-hart, es sei denn P = NP.

Widerspruchsbeweis mit Annahme SAT <P §

fir eine beliebige diinne Sprache S mit X} _,Cs(k) < ps(n).
P SAT.

m

Damit ist L <P S via einer Reduktionsfunktion f € FP.

Wir zeigen, dass SAT unter Kenntnis von f in
deterministischer Polynomialzeit entscheidbar ist.

Wir konstruieren eine Sprache L mit L <

Unter der Annahme wére also SAT < P.

Wegen der NP-Vollstéandigkeit von SAT
wirde auch P = NP gelten.
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e Verallgemeinerung auf beliebige

Formel @
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e Sei |Var(¢@)| die Anzahl der Variablen in ¢,
die lexikographische Ordnung fir Bitstrings sei <.

L enthélt Tupel (@|w) aus einer Formel ¢
und einer Belegung w, die ¢ wahr macht.

Problem: ¢|o; kann wahr sein, ohne dass ¢|op wahr ist.
Im Selbstreduktionsbaum ist ¢|o; Kind von ¢|oo.

Alle u < w missen also auch in L liegen.
Diese Konstruktion heif3t /eftset.

L={{g}w) | Il =

Var()|, (Ju € {0, 1}V w <u, 9], = 1)}
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Die Sprache L
L= {(g|w) | [w| = |Var(p)|, (3u € {0, 1} 1w <u, @l = 1)}
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e Esistklar, dass L € NP
(Fur Eingabe (@, w) rate ein u = w und prife, ob ¢|, = 1)
P SAT

—m

Deswegen gilt L <

Geman unserer Annahme, dass es eine NP-harte diinne
Sprache § gibt, gilt auch L <m S via einer Funktion f € FP.

Die Laufzeit von f((¢@|w)) sei fir |w| = |Var(¢)| durch ps(|¢|)
beschrénk.

Polynomialzeit ist in diesem Beweis ausreichend,
es gilt natirlich auch L <% SAT und L <L §.

—m —m
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e Esistklar, dass L € NP
(Fur Eingabe (@, w) rate ein u = w und prife, ob ¢|, = 1)
e Deswegen gilt L <P SAT

Geman unserer Annahme, dass es eine NP-harte diinne
Sprache S gibt, gilt auch L <® S via einer Funktion f € FP.

—m*

Die Laufzeit von f((¢@|w)) sei fir |w| = |Var(¢)| durch ps(|¢|)
beschrénk.

Polynomialzeit ist in diesem Beweis ausreichend,
es gilt natirlich auch L <% SAT und L <L §.
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e Esistklar, dass L € NP
(Fur Eingabe (@, w) rate ein u > w und prife, ob @[, = 1)

e Deswegen gilt L <P SAT

e GemafB unserer Annahme, dass es eine NP-harte diinne
Sprache § gibt, gilt auch L gi S via einer Funktion f € FP.
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Es ist klar, dass L € NP

(Fur Eingabe (@, w) rate ein u > w und prife, ob @[, = 1)
Deswegen gilt L <P SAT

Gemam3 unserer Annahme, dass es eine NP-harte diinne
Sprache § gibt, gilt auch L g% S via einer Funktion f € FP.

Die Laufzeit von f((¢@|w)) sei fur |w| = |Var(¢)| durch ps(|@|)
beschréankt.
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Eigenschaften der Sprache L

Beweistiberblick
Eine selbstreduzierbare Variante von SAT
SAT - hier in Polynomialzeit

e Esistklar, dass L € NP
(Fur Eingabe (@, w) rate ein u > w und prife, ob @[, = 1)

e Deswegen gilt L <P SAT

e GemafB unserer Annahme, dass es eine NP-harte diinne
Sprache § gibt, gilt auch L g% S via einer Funktion f € FP.

e Die Laufzeit von f({¢@|w)) sei fiir |w| = |Var(¢)| durch ps(|@|)
beschréankt.

e Polynomialzeit ist in diesem Beweis ausreichend,
es gilt nattrlich auch L < SAT und L <L S.
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e Ziel: Algorithmus, der SAT mit f in Polynomialzeit entscheidet

Fdr Eingabe ¢ bauen wir ebenenweise den
Selbstreduktionsbaum flr ¢ auf. (Breitensuche)

Immer wenn eine Ebene aufgebaut ist, werfen wir so viele Knoten
weg, dass nur polynomiell viele Gbrigbleiben.

Wir missen sicherstellen, dass wir dadurch das
Akzeptanzverhalten nicht verédndern.
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Algorithmenidee

e Ziel: Algorithmus, der SAT mit f in Polynomialzeit entscheidet

e FUr Eingabe ¢ bauen wir ebenenweise den
Selbstreduktionsbaum fiir ¢ auf. (Breitensuche)
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Algorithmenidee

e Ziel: Algorithmus, der SAT mit f in Polynomialzeit entscheidet

e FUr Eingabe ¢ bauen wir ebenenweise den
Selbstreduktionsbaum fiir ¢ auf. (Breitensuche)

e Immer wenn eine Ebene aufgebaut ist, werfen wir so viele Knoten
weg, dass nur polynomiell viele Ubrigbleiben.
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Der Beweis
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Algorithmenidee

e Ziel: Algorithmus, der SAT mit f in Polynomialzeit entscheidet

e FUr Eingabe ¢ bauen wir ebenenweise den
Selbstreduktionsbaum fiir ¢ auf. (Breitensuche)

e Immer wenn eine Ebene aufgebaut ist, werfen wir so viele Knoten
weg, dass nur polynomiell viele Ubrigbleiben.

e Wir missen sicherstellen, dass wir dadurch das
Akzeptanzverhalten nicht verandern.
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Einleitung Beweistiiberblick

Begriffsklarungen . " 9
egrifiskianinge Eine selbstreduzierbare Variante von SAT
Der Beweis en NP
SAT — hier in Polynomialzeit
Zusammenfassung

Der Selbstreduktionsbaum

e Die Nachfolger aller Knoten sind
jeweils nach der Gréf3e von w
beziglich < geordnet.

| (¢100) || (@l01) || ¢¢l10) || ¢oll1) |
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Der Selbstreduktionsbaum

Beweistiberblick
Eine selbstreduzierbare Variante von SAT
SAT — hier in Polynomialzeit

e Die Nachfolger aller Knoten sind
jeweils nach der Gréf3e von w
beziglich < geordnet.

e Wenn ¢ erfillbar, existiert ein
groBtes Blatt (¢@[wg) mit @|,,, =1

| (¢100) || ¢@l01) || ¢¢l10) || ¢oll1) |
/ \ ! \ \ / \
/ \ / \ \ ! \

’ \ 1 \ \ ’ \

(l100)
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Der Selbstreduktionsbaum

Beweistiberblick
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SAT — hier in Polynomialzeit

e Die Nachfolger aller Knoten sind
jeweils nach der Gréf3e von w
beziglich < geordnet.

e Wenn ¢ erfillbar, existiert ein
gréBtes Blatt (@|wo) mit @|,,, =1

e Genau alle Knoten auf und links
von dem Pfad von der Wurzel zu

[ ¢100) ][ @loD) [ ¢¢l10) |[<@ltDy | {glwo) sindiin L.
o]~
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Die Nachfolger aller Knoten sind
jeweils nach der Gréf3e von w
beziglich < geordnet.

e Wenn ¢ erfillbar, existiert ein
gréBtes Blatt (@|wo) mit @|,,, =1

e Genau alle Knoten auf und links
von dem Pfad von der Wurzel zu
| (l00) || (@lon) || <10y || ¢gltty | (g|wo) sindiin L.
//' ) ‘\\ ‘\\ //' ‘\\ e Diese Eigenschaft ist wichtig fir
die Konstruktion des Algorithmus.

\ \ ’ \

(l100)
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Beweistiberblick
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e Jedem Knoten (@|w) wird ein
Label f({@|w')) zugewiesen.

| (¢100) || ¢@l01) || ¢¢l10) || ¢oll1) |

/ \ ! \ \ / \
/ \ / \ \ ! \

’ \ 1 \ \ ’ \

(l100)
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Einleitung Beweistiberblick

Begriffsklarungen N . 3
egrifiskianinge Eine selbstreduzierbare Variante von SAT
Der Beweis en NP
SAT — hier in Polynomialzeit
Zusammenfassung

Label am Selbstreduktionsbaum

e Jedem Knoten (@|w) wird ein
Label f({@|w')) zugewiesen.

J({l000))

J({pl000)) SF(pl100))

| f(<'s0|00‘0>) || f((lthOl‘O)) | | f(<90|10‘0>) | | f(<’</>|1 1‘0)) |
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Einleitung Beweistiberblick

Begriffsklarungen N . 3
egrifiskianinge Eine selbstreduzierbare Variante von SAT
Der Beweis en NP
SAT - hier in Polynomialzeit
Zusammenfassung

Label am Selbstreduktionsbaum

e Jedem Knoten (@|w) wird ein
Label f({@|w')) zugewiesen.

e Genau die Label sind in .S, deren
Knoten in L sind.

S {gl000))

J({¢l000)) J({el100))

’ .f(<'¢|000>) ‘ ’ ,/‘(<¢7I01‘0>) ‘ ]mw 10‘0>) ‘ | f(<'</>|1 1‘0>) |

S(el100))
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Einleitung Beweistiiberblick

Begriffsklarungen . " 9
grifisiarunge Eine selbstreduzierbare Variante von SAT
Der Beweis en NP
SAT — hier in Polynomialzeit
Zusammenfassung

Label am Selbstreduktionsbaum

e Jedem Knoten (@|w) wird ein
Label f({@|w')) zugewiesen.

f(pl000))

e Genau die Label sind in .S, deren
Knoten in L sind.

f(l000))

J({el100)) e Es gibt nur polynomiell viele

unterschiedliche Label, die in §
liegen.

’ ./(<'¢|000>) ‘ ’ ,/‘(<¢7I01‘0>) ‘ ’f(w\ 10‘0>) ‘ | f(<'¢>|1 1‘0>) |

S(el100))
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[ ]
S {gl000))
[ ]
J({¢l000)) J({el100)) °

’ ./(<'¢|000>) ‘ ’ ,/'(<90|0|‘0>) ‘ ’Af(<¢\|0‘0>> ‘ | f((lsoll 1‘0>) | °

S(el100))

Jedem Knoten (¢|w) wird ein
Label f({@|w')) zugewiesen.

Genau die Label sind in S, deren
Knoten in L sind.

Es gibt nur polynomiell viele
unterschiedliche Label, die in §
liegen.

Das kénnen wir beim
angestrebten Abschneiden von
Teilbdumen ausnutzen.
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Begriffsklarungen . " 9
egrifiskianinge Eine selbstreduzierbare Variante von SAT
Der Beweis en NP
SAT — hier in Polynomialzeit
Zusammenfassung

Abschneiden (prune) durch gleiche Label

e Nach dem Erzeugen einer neuen
Ebene sollen nun Teilbdume
abgeschnitten werden.

F({¢l000))

J({pl000)) SF(pl100))

’ ./(<,<p|00‘0>) ‘ ’ ,/‘(<,¢7|01‘0>) ‘ ’f(@\ 100)) ‘ ‘
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Einleitung Beweistiiberblick

Begriffsklarungen . " 9
egrifiskianinge Eine selbstreduzierbare Variante von SAT
Der Beweis en NP
SAT — hier in Polynomialzeit
Zusammenfassung

Abschneiden (prune) durch gleiche Label

e Nach dem Erzeugen einer neuen
Ebene sollen nun Teilbdume
abgeschnitten werden.

o f((olw)) =f({@lw3))
= ((plw)) e L= (@wy) € L)

F({¢l000))

J({pl000)) SF(pl100))

| f(<'s0|00‘0>) H ,/‘(<,¢|01‘0>) ‘ ’f(w\ 100)) ‘ ‘ ./'(<’¢|1 10)) ‘
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Eine selbstreduzierbare Variante von SAT
SAT — hier in Polynomialzeit

e Nach dem Erzeugen einer neuen
Ebene sollen nun Teilbdume
abgeschnitten werden.

o f((olw)) =f({@lw3))
= ((plw)) e L= (@wy) € L)

e Wenn zwei Knoten das gleiche
Label haben, kann der kleinere
>< ’f(@uoo» ‘ ‘ F{@l110)) ‘ weggelassen werden.
\\ // \\

({p[100))

F({¢l000))

SF(pl100))

J({pl000))

F({l000))
T
/ \

’ \
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Abschneiden (prune) durch gleiche Label
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Eine selbstreduzierbare Variante von SAT
SAT — hier in Polynomialzeit

e Nach dem Erzeugen einer neuen
Ebene sollen nun Teilbdume
abgeschnitten werden.

o f({@Iw}) =f((@|w3))
= ((plw}) e L& (@wy) € L)
e Wenn zwei Knoten das gleiche
Label haben, kann der kleinere
>< ’f(@uoo» ‘ ‘ F{@l110)) ‘ weggelassen werden.
P e Das gréf3te Blatt in L kann nicht
an ihm héngen.

F({¢l000))

J({pl000))

J({el100))

F({l000))
T
/ \

’ \

({p[100))
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Begriffsklarungen N . 3
egrifiskianinge Eine selbstreduzierbare Variante von SAT
Der Beweis en NP
SAT - hier in Polynomialzeit
Zusammenfassung

Abschneiden (prune) durch Dinnheit

e Es kann immer noch mehr als
polynomiell viele Knoten in der
Ebene geben.

S (pl000))
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Einleitung Beweistiiberblick

Begriffsklarungen . " 9
egrifiskianinge Eine selbstreduzierbare Variante von SAT
Der Beweis en NP
SAT — hier in Polynomialzeit
Zusammenfassung

Abschneiden (prune) durch Dinnheit

e Es kann immer noch mehr als
polynomiell viele Knoten in der
Ebene geben.

e Nur die ersten Cs(|(¢@|0/V(@))))
Label kénnen in S liegen.

F({¢l000))

J({pl000)) SF(pl100))

>< [ rconoon|| rceinon|
\ /’ \
\ / \

({p[100))

S ({el000))
/A
/ \

’ \
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e Es kann immer noch mehr als
polynomiell viele Knoten in der
Ebene geben.

e Nur die ersten Cs(|(¢@|0/V(@))))
Label kénnen in S liegen.

F({¢l000))

J({pl000)) J({el100))

e Alle gréBeren Knoten kénnen

weggelassen werden, weil das
gréBte Blatt in L nicht an ihnen
h&ngen kann.

F({l000))
T
/ \

’ \

SF(pl100))
\
\

({p[100))
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Abschneiden (prune) durch Dinnheit

J({l000))

J({pl000)) J({el100))

X

S ({el000))
/A
/ \

’ \

S(gl100))
\
\

({p[100))

Sebastian Kuhnert

Es kann immer noch mehr als
polynomiell viele Knoten in der
Ebene geben.

Nur die ersten Cs(|{¢p|0Var(@))|)
Label kénnen in S liegen.

Alle gréBeren Knoten kénnen
weggelassen werden, weil das
gréBte Blatt in L nicht an ihnen
h&ngen kann.

Es bleiben nur polynomiell viele
Knoten in der Ebene (brig.

Satz von Mahaney
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Der Algorithmus

Algorithmus fur SAT unter Kenntnis von f

Eingabe ¢.
© Setze Wy := {{(p|A\)}
@® Furi =1 bis |Var(e)| — I:
O Setze W; == {{|u0),(@[ul) | (¢lu) € W, }
@® Fur jede Kombination (@|u), (@|v) € W; mit gleichem Label
I6sche das kleinere Element aus W;
® Solange |W;| > ps(pr(|@])), 16sche das groBte Element aus W;
© Setze W|Var((p)\ = {<(P‘”0>7 <(P’M1> ‘ <(p|u> € WVar—l}
© Wenn es ein (@[u) € Wjy,(p) mit @[, = 1 gibt,
akzeptiere, sonst sonst verwerfe.

Polynomielle Schranken: py(|@|) fir f({(¢@|u)) und ps(n) fir Z;_,Cs(k)
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Eine selbstreduzierbare Variante von SAT
SAT — hier in Polynomialzeit

e Die Laufzeit ist durch ein Polynom beschrénkt,
weil die W; in der GroBe durch ps(pr(|¢@|)) beschrénkt sind.
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Laufzeit und Korrektheit des Algorithmus
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e Die Laufzeit ist durch ein Polynom beschrankt,
weil die W; in der GroBe durch ps(pr(|¢@|)) beschrénkt sind.

e Wenn der Algorithmus akzeptiert, liegt ¢ offensichtlich in SAT (es
wurde eine glltigmachende Variablenbelegung gefunden).
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Laufzeit und Korrektheit des Algorithmus
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Eine selbstreduzierbare Variante von SAT
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e Die Laufzeit ist durch ein Polynom beschrankt,
weil die W; in der GroBe durch ps(pr(|¢@|)) beschrénkt sind.

e Wenn der Algorithmus akzeptiert, liegt ¢ offensichtlich in SAT (es
wurde eine glltigmachende Variablenbelegung gefunden).

e Nun missen wir noch noch zeigen,
dass alle ¢ € SAT akzeptiert werden.
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Laufzeit und Korrektheit des Algorithmus

Beweistiberblick
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e Die Laufzeit ist durch ein Polynom beschrankt,
weil die W; in der GroBe durch pg(ps(|@|)) beschrankt sind.
e Wenn der Algorithmus akzeptiert, liegt ¢ offensichtlich in SAT (es
wurde eine glltigmachende Variablenbelegung gefunden).
e Nun missen wir noch noch zeigen,
dass alle ¢ € SAT akzeptiert werden.
e Wenn @ € SAT, dann existiert ein groBtes Blatt (@|u) mit @[, = 1.
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Laufzeit und Korrektheit des Algorithmus

Beweistiberblick
Eine selbstreduzierbare Variante von SAT
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e Die Laufzeit ist durch ein Polynom beschrankt,
weil die W; in der GroBe durch pg(ps(|@|)) beschrankt sind.

e Wenn der Algorithmus akzeptiert, liegt ¢ offensichtlich in SAT (es
wurde eine glltigmachende Variablenbelegung gefunden).

e Nun missen wir noch noch zeigen,
dass alle ¢ € SAT akzeptiert werden.

e Wenn @ € SAT, dann existiert ein groBtes Blatt (@|u) mit @[, = 1.
e Wir haben bereits argumentiert, dass die Knoten auf dem Weg zu
diesem Blatt nicht aus den W; entfernt werden.
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Laufzeit und Korrektheit des Algorithmus
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e Die Laufzeit ist durch ein Polynom beschrankt,
weil die W; in der GroBe durch pg(ps(|@|)) beschrankt sind.

e Wenn der Algorithmus akzeptiert, liegt ¢ offensichtlich in SAT (es
wurde eine glltigmachende Variablenbelegung gefunden).

e Nun missen wir noch noch zeigen,
dass alle ¢ € SAT akzeptiert werden.
e Wenn @ € SAT, dann existiert ein groBtes Blatt (@|u) mit @[, = 1.
e Wir haben bereits argumentiert, dass die Knoten auf dem Weg zu
diesem Blatt nicht aus den W; entfernt werden.
e Also liegt mit (@[u) ein Element in Wiya(¢))
das zu 1 ausgewertet wird.
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Laufzeit und Korrektheit des Algorithmus
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e Die Laufzeit ist durch ein Polynom beschrankt,
weil die W; in der GroBe durch pg(ps(|@|)) beschrankt sind.

e Wenn der Algorithmus akzeptiert, liegt ¢ offensichtlich in SAT (es
wurde eine glltigmachende Variablenbelegung gefunden).

e Nun missen wir noch noch zeigen,
dass alle ¢ € SAT akzeptiert werden.

e Wenn @ € SAT, dann existiert ein groBtes Blatt (@|u) mit @[, = 1.

e Wir haben bereits argumentiert, dass die Knoten auf dem Weg zu
diesem Blatt nicht aus den W; entfernt werden.

e Also liegt mit (@[u) ein Element in Wiya(¢))
das zu 1 ausgewertet wird.

e Damit akzeptiert der Algorithmus. m|
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Zusammenfassung

e Durch Kenntnis einer Reduktion auf eine diinne Sprache lasst
sich die Suche nach einer akzeptierenden Berechnung auf
polynomiellen Aufwand reduzieren

e Analog lasst sich auch zeigen, dass fir beliebige k € N
diinne Sprachen nicht <} -hart fir NP sein kénnen,
es sei denn P = NP.
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